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Annak ellene´re, hogy az ismert ko¨ltse´gvete´si nehe´zse´gek miatt a pa´lya´zat ido˝tartama´t
lero¨vid´ıteni ke´nyszeru¨ltu¨nk, a kutata´s igen sikeres volt, e´s a kutata´si tervben va´zolt proble´-
ma´kkal kapcsolatban sza´mos komoly elo˝rehalada´st sikeru¨lt ele´rni. Mint az ala´bbi re´szletes
o¨sszefoglalo´ is mutatja, a kutata´s hu˝ maradt a pa´lya´zatban va´zolt interdiszciplina´ris jel-
leghez, e´s a szigoru´an vett algebrai geometriai problematika´t e´s mo´dszereket o¨tvo¨zte ma´s
teru¨letek technika´ival. I´gy a szingularita´sok vizsga´latakor o¨sszekapcsoltuk a geometria´t a
topolo´gia´val, a raciona´lis pontokna´l az aritmetika´val, az invaria´nselme´letben a reprezenta´-
cio´elme´lettel, a Calabi-Yau-varieta´sok tere´n a fizikai inspira´cio´val, de tettu¨nk egy ge-
ometriai jellegu˝ kira´ndula´st a ve´gtelen dimenzio´s komplex fu¨ggve´nytan teru¨lete´re is. Az
ala´bbiakban o¨sszefoglaljuk az egyes te´mako¨ro¨kben ele´rt legfontosabb eredme´nyeket.
Szingularita´selme´leti kutata´sok
Kutata´sunk egyik centra´lis te´ma´ja a komplex norma´lis algebrai felu¨let-szingularita´sok
analitikus invaria´nsainak visszanyere´se a topologikus t´ıpusbo´l. A topologikus t´ıpust a szin-
gularita´s csomo´ja jellemzi, amely ira´ny´ıthato´ 3-sokasa´g. Egy kora´bbi sejte´su¨nk szerint a
csomo´ Seiberg-Witten invaria´nsa meghata´rozza az analitikus t´ıpushoz hozza´rendelheto˝
geometriai nemet, ha a csomo´ raciona´lis go¨mb, e´s ha az analitikus t´ıpus kiele´g´ıti az
u´n. Q-Gorenstein felte´telt. 2004-ben spanyol matematikusokkal ko¨zo¨sen kimutattuk (el-
lenpe´lda´kat szolga´ltatva), hogy a Q-Gorenstein feltetelt jobban le kell szu˝k´ıteni. Az el-
lenpe´lda´k a (Luengo a´ltal bevezetett) szuper-izola´lt szingularita´sok tulajdonsa´gaira ta´-
maszkodnak, amelyek to¨bb matematikai te´ma´val is o¨sszekapcsolta´k eredme´nyeinket.
Az egyik ezek ko¨zu¨l az alacsony dimenzio´s topolo´gia. A szuper-izola´lt hiperfelu¨let-
szingularita´s csomo´ja a 3-dimenzio´s sokasa´gok szakembereinek kedvence, ugyanakkor kulcs-
szerepet ja´tszik ku¨lo¨nbo¨zo˝ topolo´giai elme´letek tesztele´se´ben is. Mint 3-sokasa´g elo˝a´ll´ıthato´
a 3-dimenzio´s go¨mbbo˝l egy csomo´ mente´n ve´gzett mu˝te´ttel. Ha a csomo´ algebrai, akkor
bizonyos negativita´si, merevse´gi tulajdonsa´gai vannak az elo˝a´ll´ıtott 3-sokasa´gnak. Sikeru¨lt
kisza´molnunk e sokasa´gok Heegaard-Floer homolo´gia´ja´t. (Uto´bbi homolo´giaelme´let az ala-
csony dimenzio´s topolo´gia legfontosabb u´j technika´ja, a ko¨zelmu´ltban vezette´k be Ozsvath
Pe´ter e´s Szabo´ Zolta´n.)
A Heegaard–Floer homolo´gia kisza´mı´ta´sa vezetett el a su´lyozott gyo¨kerek fogalma´nak
bevezete´se´hez. Minden algebrai felu¨let-szingularita´s csomo´ja´hoz (pontosabban a rezolu´cio´s
gra´fja´hoz) e´s a csomo´ minden u´n. Spinc struktu´ra´ja´hoz hozza´rendeltu¨nk egy (gra´felme´leti)
fa´t, amelynek csu´csait su´lyokkal la´ttuk el. Ez a gra´f meglepo˝en sok informa´cio´t tartalmaz:
veze´rli a topologikus t´ıpus szerinti oszta´lyoza´st, jellemzi a ‘nagyon gyenge’ deforma´cio´kat,
megadja a csomo´ Seiberg-Witten invaria´nsa´t, felso˝ becsle´st ad a szingularita´s analitikus
t´ıpusa´hoz rendelt egyenesnyala´bok ke´ve-kohomolo´gia´ira.
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A szuperizola´lt szingularita´sok csomo´inak vizsga´lata a klasszikus algebrai geometria
egyes ke´rde´seihez is elvezetett. Re´go´ta nyitott, e´s igen nehe´z ke´rde´s az adott foksza´mu´ vagy
nemu˝ komplex projekt´ıv s´ıkgo¨rbe´k oszta´lyoza´sa, lehetse´ges szingularita´sainak topolo´giai
jellemze´se. Ke´rde´s pe´lda´ul, melyek azok a loka´lis s´ıkgo¨rbe-szingularita´s t´ıpusok, amelyek
realiza´lhato´k egy raciona´lis projekt´ıv sikgo¨rbe szingularita´saikent. A fent emlitett Seiberg-
Witten sza´mola´s meglepo˝ mo´don kombinatorikus megszor´ıta´sokat ad a ke´rde´sre, amelyek
oly ero˝snek bizonyulnak, hogy h´ıres te´telek. ill. sejte´sek is specia´lis esetnek tu˝nnek (pl. a
Bogomolov-Miyaoka-Yau-egyenlo˝tlense´g).
Foglalkoztunk a szingularita´selme´let algoritmikus aspektusaival is. Kimutattuk, hogy
bizonyos nemizola´lt komplex felu¨let-szingularita´sok csomo´ja´t is meg lehet adni mu˝te´ti di-
agramok a´ltal. A diagramok elo˝a´ll´ıta´sa´ra kombinatorikus algoritmust dolgoztunk ki. Ilyen
eredme´nyek kora´bban csak izola´lt szingularita´sokra voltak ismertek; a nemizola´lt eset
sokkal bonyolultabb. Az alkalmazott mo´dszer seg´ıtse´ge´vel a Milnor-fibrum u´n. vertika´lis
e´s horizonta´lis monodro´mia´ira is ke´pletet kaptunk.
Aritmetikai geometriai kutata´sok
Aritmetikai geometriai kutata´saink homloktere´ben az aritmetikai dualita´ste´telek, e´s
ezek alkalmaza´sai a´lltak. Az 1960-as e´vekben John Tate fedezte fel, hogy loka´lis, illetve
globa´lis testek felett egy algebrai to´rusz, illetve a to´rusz karaktercsoportja´nak Galois-
kohomolo´giacsoportjai ko¨zo¨tt dualita´si o¨sszefu¨gge´sek a´llnak fenn. Abban a specia´lis eset-
ben, amikor a to´rusz a multiplikat´ıv csoport, e dualita´si te´telek az oszta´lytestelme´let nagy
alapte´teleivel ekvivalensek. Ugyancsak Tate vette e´szre, hogy hasonlo´ dualita´sok a´llnak
fenn egy Abel-varieta´s, illetve a dua´lis Abel-varieta´s Galois-kohomolo´gia´ja ko¨zo¨tt. Ezek az
eredme´nyek az aritmetikai geometria alapveto˝ e´p´ıto˝ko¨vei ko¨ze´ tartoznak.
Munka´nkban e te´telek ko¨zo¨s a´ltala´nos´ıta´sa´t adtuk Deligne-fe´le 1-mot´ıvumok Galois-
hiperkohomolo´gia´ja´ra. Ezek az objektumok [Y → G] alaku´ komplexusok, ahol Y e´tale
loka´lisan a Zr konstans csoporttal izomorf (teha´t olyan, mint egy to´rusz karaktercsoportja),
G pedig szemi-Abel-varieta´s (azaz Abel-varieta´snak to´russzal valo´ bo˝v´ıte´se). Legfontosabb
eredme´nyu¨nk egy sza´mtest felett definia´lt 1-mot´ıvum, illetve a dua´lis 1-mot´ıvum Tate-
Safarevics csoportja ko¨zo¨tt fenna´llo´ dualita´s igazola´sa, illetve egy 12 tagu´ Poitou-Tate
t´ıpusu´ egzakt sorozat fela´ll´ıta´sa 1-mot´ıvumokra (uto´bbi felte´telezi az Abel-varieta´sok Tate-
Safarevics-csoportja´nak ve´gesse´ge´ro˝l szo´lo´ h´ıres sejte´st). Hangsu´lyozando´, hogy te´teleink
nem a klasszikus eredme´nyek ko¨vetkezme´nyei, hanem a´ltala´nos mo´dszeru¨nk u´j, szimmet-
rikus bizony´ıta´st ad az ismert te´nyekre is. Elja´ra´sunk fo˝ jellemzo˝je, hogy az e´tale ko-
homolo´gia keretei ko¨zo¨tt dolgozunk e´s a kohomolo´giacsoportokat az 1-mot´ıvumok e´tale
realiza´cio´inak Galois-kohomolo´gia´ja´val vetju¨k o¨ssze.
Dualita´ste´teleinknek konkre´t alkalmaza´sa´t is nyu´jtjuk sza´mtestek felett definia´lt sze-
mi-Abel-varieta´sok fo˝homoge´n tereinek raciona´lis pontjaira. Ismeretes, hogy abbo´l, hogy
az alaptest p-adikus, illetve valo´s tel´ıte´sei felett le´tezik egy ilyen homoge´n te´rnek pontja,
me´g nem ko¨vetkezik, hogy az alaptest felett is van; a szakzsargon ilyenkor azt mondja,
hogy az u´n. Hasse-elv se´ru¨l. 1970-ben Manyin bevezetett egy, a varieta´s Brauer-csoportja
seg´ıtse´ge´vel definia´lt invaria´nst, az u´n. Manyin-obstrukcio´t, amely a Hasse-elv fenna´lla´sa
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esete´n 0, a´m se´ru¨le´se esete´n a´ltala´ban nem. Munka´nkban kimutattuk, hogy (felte´telezve
az Abel-varieta´sok Tate-Safarevics-csoportja´nak ve´gesse´ge´t) a fenti t´ıpusu´ homoge´n terek
esete´n a Hasse-elv pontosan akkor se´ru¨l, ha a Manyin-obstrukcio´ nem 0, ra´ada´sul az ob-
strukcio´ definia´la´sakor elegendo˝ a Brauer-csoport egy olyan ‘re´szfaktora´ra’ szor´ıtkozni,
amely ve´ges, e´s sok esetben explicite kisza´mı´thato´. Itt is a te´telek ismertek voltak to´ruszok,
illetve Abel-varieta´sok esete´n, a´m az a´ltala´nos eset jo´val nehezebb. Eredme´nyeinket ma´ris
felhaszna´lta´k ma´s kutato´k olyan te´telek bizony´ıta´sa´hoz, amelyek nem felte´tlenu¨l kommu-
tat´ıv csoportse´ma´k homoge´n tereire vonatkoznak. Ve´gu¨l hasonlo´ jellegu˝ a´ll´ıta´st sikeru¨lt
bizony´ıtanunk a raciona´lis pontok gyenge approxima´cio´ja´val kapcsolatban is.
Invaria´nselme´leti kutata´sok
Invaria´nselme´leti kutata´saink sora´n elso˝sorban klasszikus invaria´nselme´leti proble´ma´k
kvantum analo´gjaival foglalkoztunk.
Az elso˝ kvantumcsoportokat Drinfeld e´s Jimbo konstrua´lta´k meg mint az egyszeru˝
komplex Lie-algebra´k univerza´lis burkolo´algebra´inak deforma´ltjait. Ezek se nem kom-
mutat´ıv, se nem kokommutat´ıv Hopf-algebra´k. Reprezenta´cio´elme´letu¨k sok szempontbo´l
ugyanolyan, mint a megfelelo˝ Lie-algebra´e´ (egy itt nem re´szletezendo˝ le´nyeges ku¨lo¨nbse´g-
gel). Faddeev, Reshetikhin e´s Taktajan vezetett be ugyanezen kvantumcsoportokra egy
dua´lis ta´rgyala´smo´dot: o˝k a megfelelo˝ Lie-csoporton e´rtelmezett fu¨ggve´nyek algebra´ja´t de-
forma´lta´k. Ennek a megko¨zel´ıte´snek elo˝nye, hogy a kvantum koordina´tagyu˝ru˝ket egyse´ges,
egyszeru˝ mo´don definia´lja mint kvadratikus algebra´kat. Az a´ltalunk tekintett kvantum
invaria´nselme´letben a kvantum koordina´tagyu˝ru˝k, illetve a konstrukcio´jukban ko¨zbu¨lso˝
le´pe´ske´nt elo˝keru¨lo˝ u´gynevezett FRT-bialgebra´k ja´tssza´k a kommutat´ıv polinomgyu˝ru˝ sze-
repe´t.
Eredme´nyeink ezen a teru¨leten a ko¨vetkezo˝k. Meghata´roztuk az a´ltala´nos linea´ris,
az ortogona´lis, e´s a szimplektikus csoportok kvantum koordina´tagyu˝ru˝ihez tartozo´ FRT-
bialgebra´kban a kokommutat´ıv elemek a´ltal alkotta re´szalgebra explicit genera´torait e´s az
azok ko¨zo¨tti rela´cio´kat. Ehhez pontosan mege´rtettu¨k az FRT-bialgebra, e´s a faktorake´nt
definia´lt Hopf-algebra, azaz a kvantum koordina´tagyu˝ru˝ ko¨zo¨tti kapcsolatot, majd haszna´l-
tuk az uto´bbira vonatkozo´ Peter-Weyl-fe´le te´telt. A kokommutat´ıv elemek re´szalgebra´ja´tt
mint az adjunga´lt kohata´s invaria´nsainak az algebra´ja´t interpreta´ltuk. Ve´geredme´nyke´nt
e´rdekes, nagy kommutat´ıv re´szalgebra´kat tala´ltunk az FRT-bialgebra´kban. Munka´nk egy
kifejezo˝ gyu˝ru˝elme´leti jellegu˝ megragada´sa annak a ko¨zismert te´nynek, hogy az eml´ıtett
kvantumcsoportok reprezenta´cio´elme´lete pa´rhuzamos a megfelelo˝ klasszikus csoporte´val.
S. Majid csomo´zott tenzorszorzat konstrukcio´ja´t felhaszna´lva bevezettu¨k a kvantum
nyomgyu˝ru˝ket, amelyek a ma´trixinvaria´nsok algebra´ja´nak, illetve az u´n. nyomgyu˝ru˝knek
alkalmas analogonjai a kvantumcsoportok teru¨lete´n. Megjegyezzu¨k, hogy a munka´nkban
deforma´lt nyomgyu˝ru˝k eredetileg a polinomazonossa´gos algebra´k elme´lete´ben jelentek meg
a 70-es e´vekben, e´s a kommutat´ıv e´s a nemkommutat´ıv algebra gyu¨mo¨lcso¨zo˝ o¨sszja´te´ka´hoz
adtak alapot.
A ma´trixok kvantum koordina´tagyu˝ru˝je´ben az adjunga´lt kohata´sra invaria´ns elemek
explicit tanulma´nyoza´sa´nak alkalmaza´sake´nt sikeru¨lt megadnunk egy mo´dszert bizonyos
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koadjunga´lt pa´lya´k kvantum deforma´cio´inak konstrukcio´ja´ra. Megfogalmaztuk kvantum
kva´zihomoge´n terek egy lehetse´ges e´sszeru˝ defin´ıcio´ja´t, e´s mo´dszeru¨nkkel olyan u´j kvan-
tum kva´zihomoge´n tereket kaptunk, amelyeknek konstrukcio´ra to¨bb k´ıse´rlet to¨rte´nt az
irodalomban. Pe´lda´ul a nilpotens ma´trixok varieta´sa´nak koordina´tagyu˝ru˝je´t sikeru¨lt alkal-
mas mo´don deforma´lnunk.
A ko¨zo¨nse´ges (kommutat´ıv) invaria´nselme´let tere´n megkonstrua´ltuk az ortogona´lis e´s
a specia´lis ortogona´lis csoport tetszo˝legesen sok vektor va´ltozo´to´l fu¨ggo˝ multilinea´ris poli-
nominvaria´nsait, melyek az ege´szek felett felbonthatatlanok. Eza´ltal olyan u´j informa´cio´t
kaptunk az ege´szek feletti ortogona´lis csoportse´ma invaria´nselme´lete´ro˝l, amely le´nyegesen
elte´r a klasszikus csoportok vektorinvaria´nsairo´l szo´lo´ te´mako¨r kora´bbi eredme´nyeito˝l.
Calabi-Yau-sokasa´gok elme´lete
A Calabi-Yau-sokasa´gok elme´lete az algebrai geometria e´s a matematikai fizika fontos
hata´rteru¨lete, amely az uto´bbi e´vtizedben ugra´sszeru˝ fejlo˝de´sen ment a´t. E ta´rgyko¨rben
tova´bbfejlesztettu¨k Reid e´s tan´ıtva´nyainak munka´ja´t, e´s fela´ll´ıtottunk egy Riemann-Roch
t´ıpusu´ formula´t kanonikus ciklikus szingularita´sokkal rendelkezo˝ komplex algebrai 3-soka-
sa´gokra. E formula seg´ıtse´ge´vel sikeru¨lt u´j Calabi–Yau 3-sokasa´gokat konstrua´lnunk, a
grada´lt koordina´tagyu˝ru˝ tanulma´nyoza´sa´n keresztu¨l.
Tanulma´nyoztunk tova´bba´ olyan loka´lis Calabi-Yau 3-sokasa´gokat, amelyek fibra´l-
hato´k kiza´ro´lag ADE szingularita´sokkal rendelkezo˝ felu¨letekkel valamely go¨rbe felett. E va-
rieta´s-oszta´lyt kora´bban fizikusok ma´r vizsga´lta´k; mi geometriai interpreta´cio´ja´t e´s a´ltala´-
nos´ıta´sa´t adtuk a munka´juknak, megmutatva´n, hogy az a´ltaluk tala´lt tegez-konfigura´cio´k-
hoz terme´szetes mo´don hozza´rendelheto˝ egy ke´veoszta´ly a 3-sokasa´g felett.
Raciona´lisan o¨sszefu¨ggo˝ varieta´sok
A magasabb dimenzio´s algebrai varieta´sok klasszifika´cio´ja´ban ko¨zponti szerepet ja´t-
szanak a Kolla´r, Miyaoka e´s Mori a´ltal bevezetett raciona´lisan o¨sszefu¨ggo˝ varieta´sok. Ezek
olyan varieta´sok, amelyeknek ba´rmely ke´t a´ltala´nos pontja´n keresztu¨l halad raciona´lis
go¨rbe. E tulajdonsa´gnak egy e´rdekes ve´gtelen dimenzio´s a´ltala´nos´ıta´sa´t vizsga´ltuk a kom-
plex test felett.
Nevezzu¨k az M komplex sokasa´g (r-edik a´ltala´nos´ıtott) huroktere´nek az r-szer folyto-
nosan differencia´lhato´ S1 → M leke´peze´sek tere´t. E te´r ella´thato´ egy ve´gtelen dimenzio´s
komplex struktu´ra´val. Kimutattuk, hogy ha M raciona´lisan o¨sszefu¨ggo˝ komplex projekt´ıv
sokasa´g, akkor a hurokterei is raciona´lisan o¨sszefu¨ggo˝k a megfelelo˝ a´ltala´nos´ıtott e´rtelem-
ben. Ko¨vetkezme´nyke´nt ado´dik, hogy raciona´lisan o¨sszefu¨ggo˝ varieta´sok hurokterein min-
den holomorf fu¨ggve´ny konstans, illetve hogy ilyen varieta´sokon e´rtelmezett (esetleg ve´gte-
len dimenzio´s) holomorf vektornyala´bokon nincs nemtrivia´lis holomorf konnexio´. Ilyen jel-
legu˝ eredme´nyeket kora´bban tiszta´n komplex fu¨ggve´nytani eszko¨zo¨kkel e´rtek el, a´m az al-
gebrai geometriai inspira´cio´ju´ megko¨zel´ıte´s jelento˝s jav´ıta´st eredme´nyez. Jelenleg e te´telek
kiterjeszte´se´n dolgozunk me´g a´ltala´nosabb hurokterekre.
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